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Es bezeichne (A,,) im weiteren stets eine Folge verschiedener reeller
Zahlen ),,, (n = 0, 1,2",,) mit 0 = i,o < i,,,(n = 1, 2,,,,),

In Analogie zu den Approximationseigenschaften, die sich fur ganze
Funktionen nach dem Satz von Carleman ergeben, sagen wir, daB die
Folge (i,,,) die asymptotische Approximationseigenschaft (A) besitzt, falls es
zu jeder auf (0, 00) stetigen Funktion j; fur die lim,~ / I(s) existiert, und
zu jeder auf (0, 00) positiven, stetigen Funktion h mit lim, -x h(s) :> °eine
fUr aile s:> 0 absolut konvergente Dirichletsche Reihe g(s) = L,~~ 0 ane - si,

gibt mit

Nach [3, S, 17J gilt

1/(.1) - gr,I)1 < h(s) (.1>0),

SATZ 1. JedI' Folge (i,,,) mit L~:~I (l/i.,,)= x und i',,+I-i.,,;:Oc>O hat
die Eigenschaji (A),

Ein entsprechender Satz wurde femer in [4 J fur ganze Dirichletsche
Reihen hergeleitet

Urn aile Folgen Un) mit der Eigenschaft (A) zu bestimmen, betrachten
wir eine nach Mikusinski benannte Identitatseigenschaft und sagen:

Eine Folge U,,) hat die Eigenschaft (M), wenn fur jedes q:> 0 aus

i' e ri'da(t)=(f(e '1
f n)

"Il

(n ---l' eAJ ), r' Idx(t)1 < 00
'0

fur eine normierte Belegungsfunktion Ci. stets Ci.( t) = 0 (0 ~ t ~ q) folgt Dabei
heil3t Ci. normiert, wenn Ci. in jedem t:> 0 linksseitig stetig ist mit Ci.(0) = O.

In [5J wurde folgender Satz bewiesen, den wir in der nach [2, S, !OJ
umgeformten Gestalt ubemehmen,
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SAT!"") JedeFolge(i,,)lIlirL,: 1(1/",,)=1" lIlIdl"""l 1",,~c>Ohllr

die Eigensclwji (M)"

1m Faile I"" = II wurde femer in [I J ein funktionentheoretiseher Beweis
fur SatL :2 gegehen.

Die Eigensehaft (M) ist offensiehtlieh st~irker als die Forderung, daLI
Jl: e c!:x(()=O (11=0, L L.), JI: iilx(r)l < f fiir normiertes x stets
x( r) = 0 (r ~ 0) impliziert. wobei let/teres naeh dem Satl von Muntl [C1,
S. 33C1J mit L,: 1(1 ) = f ~iquivalent ist.

Es stellt sieh daher die Frage naeh Approximationseigensehaften, die IU

(M) ~iquivalent sind. Um in dieser Arbeit einen Zusammenhang zwischen
(A) lind (M) IU untersuchen" hilden wir IU jeder Foige (I,,) die Klasse G
aller verallgemeinerter Polynome I'(s) = L,' llll,(' " und betrachten
folgende weitere Approximationseigenshaft:

Wir sagen. daB die Folge (/"n) die Eigensehaft l B) besitzt. wenn zu jeder
auf [0. q]. q>O stetigen Funktion f mil )((/)=0 und IU jedem 1:>0 ein
I' E (i exisliert mit

((.1) 1'(1)1<:: (\ E !o. if J) und i}) ill < r.

wobei P'i 'I = L,' II 11,·1 (' 'I', is!.
Wir beweisen

SATZ 3. Fiir eille Foige (in) gilr die Dgensclwji (A) genilu dillln, \Venn
(M) gil/lIlldferna gellilu dilnn. U'C/1I1 (B) gilt. DIIS hei/)r (A), (M) lind (B)
sind (iquirillenr.

Da naeh [5. S. 52] cine auf Lt I I slclige. nieht identiseh versehwindende
Funktion f mit

·1

1\"((.\) 11\ = 0
'1 '

(II = O. 1,2.... )

eXlstiert, zeigt man mit den Oberlegungen aus [5, S. 52J leieht. daB es
Folgen (},,,) mit L,:-I (l/il/)= x, in -> X gibt. fUr die (M) und somit naeh
Satz 3 aueh (A) und (B) nieht gelten.

Als Folgerung aus Satl 3 erhalt man aul3erdem durch Satz 1 einen neuen
Beweis von Satz 2 und dureh Sat/2 einen ncuen Bewcis von Satz 1.

Bell'eis ~lI Sllr~ 3. Wir zeigen die folgcnden drci Sehritte:

(a) (A) implizicrt (M).

(b) (M) impliziert (A),

(e) (A) impliziert (A).

BCll'cis ~lI (a). 1st (A) fUr (I.,,) vorausgesetzt, dann folgt fUr elne
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Teilfolge )"n, ---> 00 (n; ---> 00). Denn im Faile 0 ~ in < k mit konstantem k gilt
fiir jede auf (0,00) absolut konvergente Reihe g(s) = Ll; ane .,i." auch
L~ lanl < 00, so daB sich dann fiir s ---> +0 unbeschriinkte Funktionen f
nicht beliebig gut durch das beschriinkte g(s) approximieren lassen. Es sei

I
rx e 0" drx(t)! ~ Ke - <Ii"

'0
(n=O, 1,2, ... ), rflda(t)I<Jo (I)

'0

fiir ein q > 0 mit K < Cf:; und mit normiertema. Zum Beweis von (M)
zeigen wir zunachst indirekt, daB es ein dE (0, q) gibt mit

a(t)=O (O~t~d). (2)

Aus (1) folgt wegen in, ---> 00 sehr leicht, daB a in t = 0 stetig ist. Falls ein
dE (0, q) mit (2) nicht existiert, konnen wir daher zu jedem r; E (0" q) ein
abgeschlossenes Intervall [a, hJ c (0, rn mit

eh

I da(t) # 0
'"

(3 )

bestimmen, wobei a und h noch wegen der linksseitigen Stetigkeit von a als
Stetigkeitspunkte von rx gewahlt werden konnen.

Wir bilden nun nach (3) sukzessiv zu jedem m= 1,2,... lntervalle
[am' hmJ c (0, q) und Intervalle [cm, dmJ c (0, q) sowie stetige Funktionen
IV m auf [0,00) mit H'm(t) = 0 auBerhalb von [cn" dmJ und bestimmen
schlieI31ich noch Zahlen X m > 0 in folgender Weise:

Fiir m= 1 sei O<c I <a l <hi <d, <q: H'1(t)=0 auf [0, 00) sowie XI >0
beliebig.

Sind [a;,b,J,[c"dtJ, W; sowie x,>O fi.ir i=I,2,...,m-l (m=2,3, ... )
schon bestimmt, dann wahlen wir zuniichst [am' hmJ mit hm< 11m,
O<am<hm<cm lund hm<xm I nach (3) mit S;'::da(t) #0. Es sei dann
k," eine Zahl mit

k mr~' da(t»m-r[~II H',(t)J daft). (4)

Wir bilden nun [cm' dmJ mit 0 < cm< am < hm< dm< Cm 1 und dm< X m I

und wahlen die auf [0,00) stetige Funktion w'" mit H'm(t) = k", auf
[am' hmJ, It'm(t) = 0 auBerhalb von [cm. dmJ und wm(t) linear auf [cm' amJ
und [h m , dm].

Da an" hm Stetigkeitspunkte von rx sind, konnen Cm und dm hierbei so
nah an am bzw. bm gelegt werden, daB nach (4) gilt

r L~, It'Jt)J drx(t»m.
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Schliel3lich bestimmen wir bei Beachtung der Stetigkeit der Wi noch ein
X", >0 mit

Wir setzen

i l

If It)x,,, + t).l {i':L(t»m.
"0 Li I J

I

/(t)= L 11',(1).
, I

(5 )

(6)

Die Reihe (6) konvergiert wegen wm ( t) = 0 (t;:? dill) und dOl ~ 0 fur aile
t>O, undfist auf (0, x) stetig mit/(t)=O (t;:?d2 ). Aus di<x", (i>m)

folgt lI'/x",+t)=O (t;:?O) fur aile i>m (111=2,3, ... ), so dal3 wir
j{xm + t) = I;'~ I It',(xm + t) fur t ;:? 0 nach (6) und

I /(x,,,+t)drx(t»111
-0

(m=2.3, ... ) (7 )

aus (5) erhalten. Nach (A) und (7) existiert eine fur t>O absolut kon
vergente Dirichletsche Reihe g(t) = .L:};~o aile ';." mit

I g(xm + t) drx(t) > m
"0

Wir erhalten aber

(m=2,3, ... ). (8 )

JI fl

I' g(xlI,+t)dx(t)= I
"0

(JilL'

, I

\'n
l

" I e "'''drx(t),
'0

(9)

wobei die Vertauschung von Summe und Integral wegen

L lalll e '..,I n < (Y."

!I -- (J

erlaubt ist. Aus (I) und (9) folgt somit

,..~ I

I jdrx(t)j <Y:
-II

I
I" g(XIII+t)drx(t)I~K t [allie <11"=k<Y'--,

.... 0 n ()

(m=2,3, ... ),

was ein Widerspruch zu (8) ist. Damit ist die Existenz eines dE (0. q) mit
(2) bewiesen.

Es sei c = sup d, wobei das Supremum uber aile dE (0, q) mit (2) gebildet
wird. Zu zeigen ist noch c = q.



DlRICHLETSCHE REIHEN 15

Ware O<c<q, dann folgt aus a(t)=O (O~t<c) nach (1) bei Mul
tiplikation mit elAn

I
,f. I
I C 1'''do:(t+c)I~Kc

'11

(n=O, 1,2,... ).

Nach der obigen Beweisfuhrung existiert dann wieder ein dE (0, q -- c) mit
0:( t) = ° (c ~ t ~ c + d < q), was ein Widerspruch zur Definition von c ist.
Damit ist (a) bewiescn.

BCllcis ::11 (b). Es gelte (M) fUr die Folgc (ill)' und wir beweisen (B)
funk tionalanalytisch.

Zu jedem q > ° bezeichne W'I die Menge aller geordneten Tupel
It" = u: P), wobei f eine auf [0, q] stetige Funktion mit f( q) = °und PEG
mit P(q) = °sei.

Ferner bilden wir als Untermenge von W'I die Klasse V'I aller IV == (P, P)
mit PEG und P(q)=O.

Mit der Norm

111'11 = max If(t)1 + IIPII'I
Ie [0.'11

ist W'I ein linearer normierter Raum mit dem linearen Unterraum U I!" Zum
Beweis von (B) genugt es D,I = W'I zu zeigen, wobei U'I die abgeschlossene
Hulle von V'I bezuglich W'I bei obiger Norm ist.

Es sei nun Fein beschriinktes lineares Funktional auf W'I mit
F( P, P) = 0 fUr aile (P, P) E U,!" Dann ist F( 11") = 0 fur aile 11" = u: P) E W q

zu beweisen [6; S. 114].
Setzt man 11' = u: P) = u: Po )+ U;), P) mitt;) als N ullfunk tion auf [0, q]

und Po E Gals Nullpolynom, so folgt aus der Linearitat von F fur aile

11'= (I P)E W'I

( 10)

Durch FU: Po) wird ebenfalls ein beschranktes lineares Funktional auf der
Klassc der auf [O,q] stetigen Funktionen t; f(q)=O mit der Norm
II.fII =max1E[o.q] If(t)1 gebildet, fUr das nach bekanntem Darstellunssatz
[6, S. 139] (bei Beachtung des Satzes von Hahn Banach) die Darstellung
gilt

e'l
F(I Po) = I f(t) da(t).

co
1'1 Ida(nl < J~.
00

(11 )

Die Funktion 0: in (11) kann als normiert angenommen werden, da auch
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r(q) wegen j’(q) =0 ohne Veranderung der Werte von F(,f; P,,) in (1 I )
durch  cc(q - 0) ersetzt werden kann. Somit folgt aus (10)

F(w)=I’Y  ,‘(t)dc4f)+  Ft./;,,  P)
0

(‘I’S WC,) (12)

Speziell fur ,f’( f) = P(f) = 0 “,l  - c “L,r (n = 0, 1, 2,...)  ergibt sich wegen
F(P, P)=O aus (12)

mi t  IF(.fi,,  P)l d IIFII  IlPll,, = 2 IlFll CJ “‘jd.
Daher ist f;< c “I~ t/x(t) = CC (c ‘/‘*I)  (II --t x ), und wir erhalten a(t) = 0

(O<t<q)  aus (M). Somit folgt aus (12)

SO daf!, F( f; P) und F( P, P) nach ( 13)  fur alle (,f, P) E W,, dieselben Werte
haben. Wegen F(P, P) = 0 folgt daraus F(H,) = 0 fur alle 11‘~  W,,, womit (b)
bewiesen ist.

Brr~~is  XI (c). Es gclte (B) fur die Folge (E.,,),  und es sei ,f’stetig und h
positiv und stetig auf (0, x) mit IT(S)  --) k > 0 (s + x,). Zum Beweis von (A)

x) und h als
wahlen  q,,, > 0
bestimmt wird

darf ohne Beschrankung der Allgemeinheit j’(s) + 0 (,T +
monoton  wachsend auf (0, ;o) angenommen werden. Wir

mit Y,!,  + , < q,,, (m = I, 2 ,... ) und y,,, --f 0 (m + ‘r; ). wobei q,
mit

/ f’(.s)l  <Ml/,  )!4 (.s2q,).

Es darf ferner angenommen werden. daB

Jl(9 I?, i I f < Mq,,,  Ii’2 (m = I, 2,...).

(14)

(15)

Wir bilden sukzessiv Polynome P,,, E G (m = I, 2,...) nach (B) in folgender
Weise:

Es sei P,(s) = 0 fur alle .s. Sind nun die Polynome P,(s) (/= 1, 2 ,.._, ITI  - I )
(1~ = 2, 3,...) bereits bestimmt, so setzen wir

J,,, I = f’(q,,, I ) - “‘I ’ P,(L/,,, , 1.
i-l

(16)
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Dann ist f(s) ~ 2:;'::,' PI(S) - dm 1 = °fur s = qrn- I' Wir konnen daher
nach (B) ein Polynom Qm E G so wahlen, daB gilt

und

Mit

I
III I I h(q)

f(s)- I P,(s)-dm I-Qm(S) <_/_"
I 1 4

IIQmll'lm 1< h(qm)/4.

(SE[qm,qm IJ) (17)

(18 )

PIII(S) = Qm(s) + dm I'

erhalten wir daher aus (14) und (17)

m

Tm(s) = I PI(S)
I~ I

(19 )

If(s) - Tm(s)1 < h(q,Il)/4 (SE[qm,qm ,];m=I,2,... ), (20)

wobci [q'll' qm 1J im FaIle m = I durch [q I' x) zu ersetzen 1St. Da
dm=f(qll')- TII/(f/,II) nach (16) und (19), so folgt aus (20)

(m= 1, 2, ... ). (21 )

Aus (18), (19) und (21) ergibt sich

II Pm 11",,, 1< Hh(q,ll) + h(qm l)J

Wir setzen

,
g(S) = I Pm(S)'

m = I

(m=2,3, ... ). (22)

(23 )

Die Reihc in (23) konvergicrt nach ([5) und (22) fur aIle SE(O, X) wegen

IPm(s)1 ~ IIPmll,/", I fur s'?;qm I' 1st nun SE [qm, qm IJ (m=2, 3, .. ) oder
IE [ql'Y~') im FaIle m= L so crhalten wir nach (15), (20), (22) und (23)

x

If(s) - g(s)I ~ II(s) - Trn(s)1 + I IP;(s)1
/=m+ 1

h(qll/) 1 ~
<--+- L. [h(q,)+h(q, I)J

4 4 1 11/+ 1

h(qml 3 ~
<--+- L. h(q, l)<h(qm)~h(s),

4 8'~m+l

woraus die gewiinschte asymptotische Approximationseigenschaft folgt.
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Es muG noch gezeigt werden, daG g(s) aus (23) eine fiir .I' > 0 absolut
konvergente Dirichletsche Reihe darstellt. 1st F",(s) = L~>m 0 a~"') c 'i" so
folgt aus (15) und (22)

'VI/I

L la:"'11 e
\' 0

k
\/.\<-

-......::: 2'" l,m=2,3,... )

mit einer Konstantcn k und somit

'V",

L L 1 a:,'" 11 e "< x
//I -- I \' (l

(.1'>01,

Durch Umordnung und Zusammenfassung der a~,"') e';'1 aus allen F",(.1')
folgt daher nach (23), daB sich g(s) in eine fUr .I' > 0 absolut konvergente
Dirichletsche Reihe umformen liiGt, womit Satz 3 in allen Teilen bewiesen
ist.
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