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Es bezeichne (4,) im weiteren stets eine Folge verschiedener reeller
Zahlen 2, (n=0,1,2,..)mit 0=4,</i,(n=1,2,..).

In Analogie zu den Approximationseigenschaften, die sich fiir ganze
Funktionen nach dem Satz von Carleman ergeben, sagen wir, dal3 die
Folge (4,) die asymptotische Approximationseigenschaft (A) besitzt, falls es
zu jeder auf (0, oo) stetigen Funktion /. fiir die lim, , , f(s) existiert, und
zu jeder auf (0, oo) positiven, stetigen Funktion & mit lim, _ . #(s) >0 eine
fiir alle s >0 absolut konvergente Dirichletsche Reihe g(s)=37_,a,¢ *
gibt mit

[f(s)— g(s)] < hs) (s> 0).

Nach [3. S.17] gilt

Satz 1. Jede Folge (4,) mit 30 (1/4,)=ox und 4, ,,— 4,2 c>0 hat
die Eigenschaft (A).

Ein entsprechender Satz wurde ferner in [4] fiir ganze Dirichletsche
Reihen hergeleitet.

Um alle Folgen (4,) mit der Eigenschaft (A) zu bestimmen, betrachten
wir eine nach Mikusinski benannte Identititseigenschaft und sagen:

Eine Folge (4,) hat die Eigenschaft (M), wenn fiir jedes ¢ >0 aus

|F e "da(r)y= (e ) (n— o0), ] lda(t)| < o0
Y0 ~0

flir eine normierte Belegungsfunktion « stets a(#) =0 (0 < 1 < ¢) folgt. Dabei
heillt « normiert, wenn « in jedem ¢ > 0 linksseitig stetig ist mit x(0)=0.
In [5] wurde folgender Satz bewiesen, den wir in der nach [2, S.10]
umgeformten Gestalt iibernehmen.
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12 LOTHAR HOISCHEN

Satz. 20 Jede Folge (4, )y mit >/ Aa)= v und 2, | - 2,2c>0 hat
die Eigenschaft (M).

Im Falle ~,, =#n wurde ferner in [ 1] ein funktionentheoretischer Beweis
fur Satz 2 gegeben.

Dic Eigenschaft (M} ist offensichtlich stiarker als dic Forderung, dafs
fq e 7duty=0 (n=0.1.2..0. | [d2(i)l < 7 [fir normiertes x stets
2(1)=0 (1=0) impliziert. wobei letzteres nach dem Satz von Miintz [6,
S.336] mit 3. | (1;4,)= » dquivalent ist.

Es stellt sich daher die Frage nach Approximationseigenschaften. dic zu
(M) dquivalent sind. Um in dieser Arbeit cinen Zusammenhang zwischen
(A) und (M) zu untersuchen.. bilden wir su jeder Folge (4,) die Klasse ¢
aller verallgemeinerter Polynome P(s)=Y" ,a.¢ " und betrachten
folgende weitere Approximationscigenshaft:

Wir sagen. daBl die Folge (+,) dic Eigenschaft (B) besitzt, wenn zu jeder
auf {0.¢]. ¢>0 stetigen Funktion / mit f{g)=0 und zu jedem ¢ >0 ein
P e G existiert mit

flsy - Pls) <= (se[0.¢]) und P, <

obel P =S R
wobel [P, =3 la e ist.
Wir beweisen

SATz 3. Fir eine Folge (7,) gilt die Eigenschaft (A) genau dann, wenn
(M) gilt und ferner genau dann, wenn (BY gilt. Das heifft (A), (M) und (B)
sind dquivalent.

Da nach [5.S.52] eine auf [ L. 1] stetige, nicht identisch verschwindende
Funktion / mit

a1

‘ A\.u’j/'(x] dx =10 (n= 0.1, 2,)

c12

existiert, zeigt man mit den Uberlegungen aus [5,S.52] leicht, daB es
Folgen (4,) mit 3/ | (1/4,)= x. 4, — x gibt, fur die (M) und somit nach
Satz 3 auch (A) und (B) nicht gelten.
Als Folgerung aus Satz 3 erhiilt man aullerdem durch Satz 1 einen neuen
Beweis von Satz 2 und durch Satz 2 cinen neuen Beweis von Satz 1.
Bewels zu Satz 3. Wir zeigen dic folgenden drer Schritte:
(a) (A) impliziert (M),
(b) (M) impliziert (B).
(¢) (B) implizicrt (A).

Beweis -u (a). Ist (A) fir (4,) vorausgesetzt, dann folgt fir eine
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Teilfolge 4, —» o (n; > o). Denn im Falle 0 <4, <k mit konstantem & giit
fiir jede auf (0, cc) absolut konvergente Relhe g(s)=3y a,e ** auch
> la,l < oo, so daB sich dann fiir s — +0 unbeschrdnkte Funktionen f
nicht beliebig gut durch das beschrinkte g(s) approximieren lassen. Es sei

nor

e “da(t)| <Ke " (n=0,1,2..). C <o (1)

Y0

0

fiir ein ¢>0 mit K<oc und mit normiertem . Zum Beweis von (M)
zeigen wir zunichst indirekt, daBl es ein de (0, ¢) gibt mit

a(f)=0 (0<r<d). (2}

Aus (1) folgt wegen 4, — oo sehr leicht, dal3 x in 1= 0 stetig ist. Falls ein
de (0, g) mit (2) nicht existiert, konnen wir daher zu jedem ffe (0, ¢) ein
abgeschlossenes Intervall [a, b] < (0, f) mit

du(1)#0 (3)

Ya

bestimmen, wobei @ und b noch wegen der linksseitigen Stetigkeit von x als
Stetigkeitspunkte von o gewihlt werden konnen.

Wir bilden nun nach (3) sukzessiv zu jedem m =1, 2,.. Intervalle
[a,,, b, ] <(0,g)und Intervalle [¢,,, d,,] = {0, g) sowie stetige Funktionen
w,, auf [0, 00) mit w,(¢)=0 auBerhalb von [c¢,, d,] und bestimmen
schlieBlich noch Zahlen x,, >0 in folgender Weise:

Firm=1sei0<c, <u,<h, <d <qg:w,(t)=0 auf [0, oc) sowie x; >0
beliebig.
Sind [a;, b;], [¢;,d;], w; sowie x;>0 fir i=1,2,...m—1 (m=2,3,.)

schon bestimmt, dann wihlen wir zunichst [a,, b, ] mit b, <I1/m,
0<a,<b,<c, ,und b, <x, | nach (3) mit [’ dx(r)#0. Es sci dann
k., eine Zahl mit

rhm poe [T
k,,,J doz(t)>m~J [z w,-(z)-’a’a(t). (4)

pm 0 P

Wir bilden nun [¢,,,d,,] mit 0<¢,, <a,, <b, <d,<c, ;und d,,, X,
und wihlen die auf [0, oc0) stetige Funktion w,, mit w, (f)=k, auf
[a,.,b,]. w,(t)=0 auBerhalb von [¢,,. d,] und w, (1) linear auf [¢,,, a,,]
und [b,,.4d,,].

Da a,, b, Stetigkeitspunkte von « sind, konnen ¢,, und d,, hierbei so
nah an a,, bzw. b,, gelegt werden, dafl nach (4) gilt

(-1 [ an w,-(t)} da(t)>m.

Y i=1
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SchlieBlich bestimmen wir bei Beachtung der Stetigkeit der w, noch ein
x,, >0 mit

Mm

iﬂ’ LZ M‘l('\)m+I)ldfl([)>’n. (5)
Y0 i )

-1
Wir setzen

7

Sloy="Y wi1). (6)

[

Die Reihe (6) konvergiert wegen w,,(1)=0 (r>d,,) und d, - 0 fiir alle
t>0, und [ ist auf (0, o) stetig mit f(1)=0 (1 =d,). Aus d,<x,, (i>m)
folgt wix, +1)=0 (t=0) fir alle i>m (m=23,.), so daB wir
HNx,, + )=, wix,, + ) fur 1 >0 nach (6) und

l flx, + 1y da(1) > m (m=2.3,..) (7)

0

aus (5) erhalten. Nach (A) und (7) existiert eine fur >0 absolut kon-
vergente Dirichletsche Reihe g(1) =37 ,a,e " mit

~r

g(x,, + 1) dx(t) > m (m=2,3,.) (8)

<0

Wir erhalten aber

P s

e Ydalt), {9)

g('YIPI + f) ([1([) = Z a,c s

7= )

Y0 Y0

wobei die Vertauschung von Summe und Integral wegen

i la,l e <o, ‘ |da(t)] < o

n-=0 0

erlaubt ist. Aus (1) und (9) folgt somit

gt )| <K S lafe P=k<ow  (m=2, 3.,

Y e 0

was ein Widerspruch zu (8) ist. Damit ist die Existenz eines de (0. ¢) mit
(2) bewiesen.

Es sei ¢ =sup d, wobei das Supremum Uber alle d € (0, ¢) mit (2) gebildet
wird. Zu zeigen ist noch ¢ =gq.
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Wire 0<c<gq, dann folgt aus a(z)=0 (0<t<c¢) nach (1) bei Mul-
tiplikation mit e“*

’ ’” e a’oc(r—H')i < Ke M ¥ (n=0,1,2,..).
Y0

Nach der obigen Beweisfiihrung existiert dann wieder ein de (0, g — ¢) mit
2(y=0 (c<r<c+d<q), was ein Widerspruch zur Definition von ¢ ist.
Damit ist (a) bewiesen.

Beweis zu (b).  Es gelte (M) fiir die Folge (4,), und wir beweisen (B)
funktionalanalytisch.

Zu jedem ¢>0 bezcichne W, dic Menge aller geordneten Tupel
w=(f, P), wobel f eine auf [0, ¢] stctige Funktion mit f{g)=0 und PeG
mit P(g)=0 sei.

Ferner bilden wir als Untermenge von W, die Klasse U, aller w= (P, P)
mit Pe G und P(g)=0.

Mit der Norm

Pl = max S+ PRI
g

re [0

ist W, ein linearer normierter Raum mit dem linearen Unterraum U,. Zum
Beweis von (B) geniigt es U, = W, zu zeigen, wobei U, die abgeschlossene
Hiille von U, beziiglich W, bei obiger Norm ist.

Es sei nun F ein beschrinktes lincares Funktional auf W, mit
F(P, P)=0 fiir allc (P, P)e U,. Dann ist F(w)=0 fir alle w=(f, P)e W,
zu beweisen [6:S. 114].

Setzt man w=(f. PY= (/. Py)+(/,. P) mit f, als Nullfunktion auf [0, ¢]
und P,e G als Nullpolynom. so folgt aus der Lincaritidt von F fiir alle
w=(f. P e W,

F(H'):F(A/; P())+F(f;)~P)- (10)

Durch F( /. P,) wird ebenfalls ein beschrinktes lincares Funktional auf der
Klasse der auf [0, g] stetigen Funktionen /, f(¢)=0 mit der Norm
[ £l =max, o, [f(2)] gebildet, fiir das nach bekanntem Darstellunssatz
[6.S. 1397 (bei Beachtung des Satzes von Hahn Banach) die Darstellung
gilt

4

FUf Py = [ finydatn. [ ldn(o) < . (1)

Die Funktion x in (11) kann als normiert angenommen werden, da auch

64045 -2
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r(q) wegen f(¢) =0 ohne Veranderung der Werte von F(f, P,) in (11)
durcha(g — 0) ersetzt werden kann. Somit folgt aus (10)

Fov = [ A dun)+ U PY - (we W) (12)

0

Speziell fir f(f)=Pf)=e¢ " —e¢ 9 (n=0,1,2,.) ergibt sich wegen
F(P, P)=0 aus (12)

J“’e Srdu(ty=e | du(t)— F(fy, P)

0 Y0

mit |F(fo. PY<UFIIPI, = 2 [Fl e
Daher ist j;g e da(ty=C(e ") (1 —~x), und wir erhalten «(¢t) =0
(0<t<g)aus (M). Somit folgt aus(12)

Fow)=F/,. P} (we W), (13)

so daB F(f. £) und F( P, P)nach([3)firalle(f,P)e W,, dieselben Werte
haben. Wegen F(P, P) = 0 folgt daraus F(w) =0 fiir alewe W,,, womit (b)
bewiesen ist.

Beweiszu (c). Es gclte (B) fur die Folge (4,), und es sei f stetig und #
positiv und stetig auf (0, o) mit A(s)— k>0 (s> o0). Zum Beweis von (A)
darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit f(s)—0(s— ) und 4 als
monoton wachsend auf (0, ~v) angenommen werden. Wir wihleng,,> 0
mit 4om +1 < g, (m=1,2_.)und ¢,,— 0 (m—cc), wobei ¢, bestimmt wird
mit

L fis) < hlg,)/4 (s=4q,). (14)

Es daf ferner angenommen werden. daf}

G, ) <hlq,)2  (m=12..) (15)

Wir bilden sukzessiv Polynome P,,eG (m =1, 2,..)nach (B) in folgender
Weise:

Es s P,(s) = 0 fiiralles. Sind nun die Polynome P,(s) (/=1,2,...,m—1)
(m =2, 3...) bereits bestimmt, so setzen wir

m

|
dm = /l(qm I}_ Z P/(‘/m 1)' (16)
=1
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Dann ist f(s)—>/ ' Pls)—d,. =0 fir s=gq,,_,. Wir konnen daher
nach (B) ein Polynom Q,, € G so wihlen, dalB3 gilt

./‘(s)J:'Z]' P dy 1 0l < (e g, 1) ()

und
100l < h(g /4 (18)

Mit
o) =0nl)4d, 1. Tols)= 3. Pfs) (19)

I=1

erhalten wir daher aus (14) und (17)
‘/(S) - Tm(s)| < h(([,,, ),’/4 (SE [qm’ -1 :|~ m= 1, 23"')s (20)

wobet [¢,,. ¢, ;1 im Falle m=1 durch [¢,, c) zu ersetzen ist. Da
d,=flg,)—T,(q,) nach (16) und (19), so folgt aus (20)

\d, | <hiq,)4 (m=1,2,..) (21)
Aus (18), (19) und (21) ergibt sich

“PINH(/,,, 1 <%[h(qm)+h(qm 1)] (”1227 35) (22)

Wir setzen

gls)=Y P,s) (23)

m=1
Die Reihe in (23) konvergiert nach (15) und (22) fur alle se (0, oc) wegen
IPW(SH < HPINH(/,,, 1 fur ‘Sv} qm I ISt nun se I:q/n’ qm l] (n1:2, 3’) Oder
s€[q¢,. x)im Falle m=1. so erhalten wir nach (15), (20), (22) und (23)

()= g < fS) = Tols) + Y |PAs)

J=m+1

} Ly
< I(Zm)_f_z Z [l](ql)+h(ql ]):l

{=m+ 1

/1((1"1 ) 3 -

+ Z h(‘l/ ])<h(qm)<h(s)~
4 8 I=m+1

<<

woraus die gewilinschte asymptotische Approximationseigenschaft folgt.
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Es mulBl noch gezeigt werden, dall g(s) aus (23) eine fur s> 0 absolut

konvergente Dirichletsche Reihe darstellt. Ist P, (s)=3 " al™ ¢ *, so
folgt aus (15) und (22)

v

N k
Z ‘a(‘.mbl ¢ Ny g > (,Y 2 qm s " = 2’ 3*)
Vo) =

mit einer Konstanten & und somit

5 N

Yo Jae < (s>0).
[§]

mo— 1w

Durch Umordnung und Zusammenfassung der ¢! ¢ ** aus allen P, (s)
folgt daher nach (23), dal§ sich g(s) in eine fiir s >0 absolut konvergente
Dirichletsche Reihe umformen 1aBt, womit Satz 3 in allen Teilen bewiesen

181.
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